
Середа, 16 липня 2008 р.

Задача 1. Нехай H — точка перетину висот гострокутного трикутника ABC. Коло з центром
у серединi сторони BC проходить через точку H та перетинає пряму BC у точках A1 та A2.
Аналогiчно, коло з центром у серединi строни CA проходить через точку H та перетинає пряму
CA у точках B1 та B2, коло з центром у серединi сторони AB проходить через точку H та
перетинає пряму AB у точках C1 та C2. Доведiть, що точки A1, A2, B1, B2, C1, C2 лежать на
одному колi.

Задача 2. (a) Доведiть, що нерiвнiсть

x2
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+

z2

(z − 1)2
> 1

виконується для усiх вiдмiнних вiд 1 дiйсних чисел x, y, z таких, що xyz = 1.

(b) Доведiть, що вказана нерiвнiсть обертається на рiвнiсть для нескiнченої кiлькостi трiйок
вiдмiнних вiд 1 рацiональних чисел x, y, z таких, що xyz = 1.

Задача 3. Доведiть, що iснує нескiнченно багато таких натуральних чисел n, що число n2 +1
має простий дiльник, бiльший за 2n +

√
2n.
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Четвер, 17 липня 2008 р.

Задача 4. Знайдiть усi функцiї f : (0, +∞) → (0, +∞) (тобто функцiї, що визначенi на
множинi усiх додатних дiйсних чисел та приймають додатнi значення) такi, що(

f(w)
)2

+
(
f(x)

)2

f(y2) + f(z2)
=

w2 + x2

y2 + z2

для довiльних додатних w, x, y, z, якi задовольняють рiвнiсть wx = yz.

Задача 5. Нехай n та k — такi натуральнi числа, що k > n, а число k − n парне. Є 2n ламп,
якi занумерованi числами 1, 2, . . . , 2n, кожна з яких може знаходитись у одному з двох станiв:
увiмк. (увiмкнена) або вимк. (вимкнена). Спочатку всi лампи були вимненi. Розглядаються
впорядкованi послiдовностi крокiв: на кожному кроцi рiвно одна лампа змiнює свiй стан на
протилежний (з увiмк. на вимк. або з вимк. на увiмк.).

Позначимо через N число таких послiдовностей з k крокiв, що приводять до стану: усi лампи
з 1-ї по n-ту увiмкненi, а усi лампи з (n + 1)-ї по (2n)-у вимкненi.

Позначимо через M число таких послiдовностей з k крокiв, що приводять до стану: усi
лампи з 1-ї по n-ту увiмкненi, усi лампи з (n + 1)-ї по (2n)-у вимкненi, але при цьому жодна з
ламп з (n + 1)-ї по (2n)-у нi разу не змiнювала свого стану.

Знайдiть значення вiдношення N/M .

Задача 6. Нехай ABCD — опуклий чотирикутник, у якому |BA| 6= |BC|. Позначимо кола,
що вписанi в трикутники ABC та ADC, через ω1 та ω2 вiдповiдно. Припустимо, що iснує коло
ω, яке дотикається до продовження вiдрiзка BA за точку A, продовження вiдрiзка BC за точку
C, i також дотикається до прямих AD та CD. Доведiть, що спiльнi зовнiшнi дотичнi до кiл ω1

та ω2 перетинаються на колi ω.
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