
Srijeda, 16.07.2008.

Zadatak 1. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC. Kru�nica qiji je centar
sredixte du�i BC i koja sadr�i H sijeqe pravu BC u taqkama A1 i A2. Analogno,
kru�nica qiji je centar sredixte du�i CA i koja sadr�i H sijeqe pravu CA u taqkama
B1 i B2, a kru�nica qiji je centar sredixte du�i AB i koja sadr�i H sijeqe pravu AB
u taqkama C1 i C2. Dokazati da taqke A1, A2, B1, B2, C1, C2 pripadaju jednoj kru�nici.

Zadatak 2. (a) Dokazati da je

x2

(x− 1)2
+

y2

(y − 1)2
+

z2

(z − 1)2
> 1

za sve realne brojeve x, y, z, takve da nijedan od ǌih nije jednak 1 i za koje va�i xyz = 1.

(b) Dokazati da se jednakost dosti�e za beskonaqno mnogo trojki racionalnih bro-
jeva x, y, z, takvih da nijedan od ǌih nije jednak 1 i za koje va�i xyz = 1.

Zadatak 3. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da
n2 + 1 ima prost djelilac ve�i od 2n +

√
2n.
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Qetvrtak, 17.07.2008.

Zadatak 4. Odrediti sve funkcije f : (0,∞) → (0,∞) (tj. f je funkcija koja slika
pozitivne realne brojeve u pozitivne realne brojeve) za koje je(

f(w)
)2

+
(
f(x)

)2

f(y2) + f(z2)
=

w2 + x2

y2 + z2

za sve pozitivne realne brojeve w, x, y, z za koje va�i wx = yz.

Zadatak 5. Neka su n i k prirodni brojevi za koje je k > n i k − n paran broj.
Dato je 2n lampi, oznaqenih brojevima 1, 2, . . . , 2n; svaka od ǌih mo�e biti u jednom
od sǉede�a dva staǌa: ukǉuqena ili iskǉuqena. U poqetku su sve lampe iskǉuqene.
Posmatrajmo nizove koraka: u svakom od koraka mijeǌa se staǌe taqno jedne lampe
(ukǉuqena postaje iskǉuqena, a iskǉuqena ukǉuqena).

Neka je N broj takvih nizova od k koraka, tako da se dobije staǌe u kome su sve
lampe oznaqene brojevima 1 do n ukǉuqene, a sve lampe oznaqene brojevima n + 1 do 2n
iskǉuqene.

Neka je M broj takvih nizova od k koraka, tako da se dobije staǌe u kome su sve
lampe oznaqene brojevima 1 do n ukǉuqene, a sve lampe oznaqene brojevima n + 1 do 2n
iskǉuqene i pritom nijednom nije mijeǌano staǌe lampi oznaqenih brojevima n+1 do
2n.

Izraqunati N/M .

Zadatak 6. Neka je ABCD konveksan qetvorougao kod koga je |BA| 6= |BC|. Neka su
ω1 i ω2 upisane kru�nice trouglova ABC i ADC, redom. Neka postoji kru�nica ω
koja dodiruje polupravu BA nakon taqke A i polupravu BC nakon taqke C, a koja
istovremeno dodiruje i prave AD i CD. Dokazati da se zajedniqke spoǉaxǌe tangente
kru�nica ω1 i ω2 seku na ω.
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