
 
Τετάρτη,16 Ιουλίου 2008 

 
 
Πρόβληµα 1. Έστω οξυγώνιο τρίγωνο ABC µε ορθόκεντρο το σηµείο H. Ο κύκλος που 
περνάει από το H και έχει κέντρο το µέσον της πλευράς BC  τέµνει την ευθεία BC στα σηµεία 
A1 και A2. Οµοίως, ο κύκλος που περνάει από το H  και έχει κέντρο το µέσον της πλευράς CA 
τέµνει την ευθεία CA στα σηµεία B1 και B2 , και ο κύκλος που περνάει από το H και έχει 
κέντρο το µέσον της πλευράς AB τέµνει την ευθεία  AB στα σηµεία  C1 και C2.  
Να αποδείξετε ότι τα σηµεία  A1, A2, B1, B2, C1, C2 είναι οµοκυκλικά.   
 
Πρόβληµα 2.  (α) Να αποδείξετε ότι ισχύει 
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για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς  x, y, z, που είναι διαφορετικοί από το 1 και 
ικανοποιούν την ισότητα xyz = 1. 
 
(β) Να αποδείξετε ότι στη σχέση (*) η ισότητα ισχύει για άπειρο πλήθος τριάδων ρητών 
αριθµών x, y, z, που είναι διαφορετικοί από το 1 και ικανοποιούν την ισότητα xyz = 1. 
 
Πρόβληµα 3. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι θετικοί ακέραιοι αριθµοί  n  τέτοιοι ώστε 
ο αριθµός  n2 + 1 να έχει ένα πρώτο διαιρέτη, που είναι µεγαλύτερος από το  nn 22 + . 
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Πέµπτη, 17 Ιουλίου  2008 
 
 
Πρόβληµα 4.  Βρείτε όλες τις συναρτήσεις f : (0,+∞) → (0,+∞) (δηλαδή, η  f  είναι 
συνάρτηση από το σύνολο των θετικών πραγµατικών αριθµών στο σύνολο των θετικών 
πραγµατικών αριθµών) για τις οποίες ισχύει:  
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για όλους τους θετικούς πραγµατικούς αριθµούς  w,  x,  y,  z,  που ικανοποιούν την ισότητα  
wx = yz.  
 
Πρόβληµα 5.  Έστω  n  και  k  θετικοί ακέραιοι µε  k ≥ n  και  k − n  άρτιος. Δίνονται 2n 
λαµπτήρες αριθµηµένοι µε τους αριθµούς  1, 2, … , 2n,  ο καθένας από τους οποίους µπορεί 
να είναι στην κατάσταση αναµµένος ή στην κατάσταση σβηστός. Αρχικά όλοι οι λαµπτήρες 
είναι σβηστοί. Θεωρούµε ακολουθίες βηµάτων, στις οποίες σε κάθε βήµα ένας µόνο από τους 
λαµπτήρες αλλάζει κατάσταση  (από αναµµένος σε σβηστός ή από σβηστός σε αναµµένος). 
Έστω  N  ο αριθµός  εκείνων των ακολουθιών που αποτελούνται από  k  βήµατα και έχουν ως 
αποτέλεσµα την κατάσταση κατά την οποία οι λαµπτήρες µε αριθµό από 1 µέχρι  n  είναι όλοι 
αναµµένοι και οι λαµπτήρες από  n + 1 µέχρι 2n  είναι όλοι σβηστοί. 
Έστω M  ο αριθµός εκείνων των ακολουθιών που αποτελούνται από  k  βήµατα και έχουν ως 
αποτέλεσµα την κατάσταση  κατά την οποία οι λαµπτήρες µε αριθµό από 1 µέχρι  n  είναι 
όλοι αναµµένοι και οι λαµπτήρες µε αριθµό από n + 1 µέχρι 2n είναι όλοι σβηστοί, αλλά 
κανένας από τους λαµπτήρες µε αριθµό από  n + 1 µέχρι  2n  ποτέ δεν βρέθηκε στη 
κατάσταση αναµµένος.   
Να προσδιορίσετε το λόγο N/M. 
 
Πρόβληµα 6. Έστω ABCD κυρτό τετράπλευρο µε |BA| ≠ |BC|. Συµβολίζουµε τους 
εγγεγραµµένους κύκλους των τριγώνων ABC και ADC µε ω1 και ω2 , αντίστοιχα. Υποθέτουµε 
ότι υπάρχει κύκλος  ω  ο οποίος εφάπτεται της προέκτασης της πλευράς BA προς το µέρος 
του A και της προέκτασης της πλευράς BC προς το µέρος του C, ο οποίος επίσης είναι 
εφαπτόµενος των ευθειών AD και CD.  
Να αποδείξετε ότι οι κοινές εξωτερικές εφαπτόµενες των κύκλων ω1 και ω2 τέµνονται πάνω 
στον κύκλο ω. 
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